Deduzione naturale by Corsi, Giovanna
Chapter 4
Deduzione naturale
Le regole di inferenza consistono di regole di introduzione (I) e regole di elim-
inazione (E) per ogni costante logica.1 Per ogni regola le formule immediata-
mente sopra la riga sono dette premesse e la formula immediatamente sotto la
riga conclusione della regola.
La scrittura
[A]n····
B
regolan
C
sta ad indicare che un numero arbitrario di occorrenze di A puo` essere scaricato.
Se tale numero e` 0, abbiamo uno scaricamento vacuo dell’assunzione A, se e`
maggiore di 1 abbiamo uno scaricamento multiplo. Altrimenti si tratta di uno
scaricamento semplice. L’apice numerico e le parentesi quadre indicano che
l’assunzione A e` stata scaricata grazie all’applicazione della regolan.
Regole di inferenza:
···
A
···
B ^I
A ^B
···
A ^B ^E
A
···
A ^B ^E
B
[A]n···
B ! In
A! B
···
A
···
A! B ! E
B
1Anche per il simbolo del falso ?, se occorre nel linguaggio.
19
20 CHAPTER 4. DEDUZIONE NATURALE
···
A _I
A _B
···
B _I
A _B
A _B
[A]n···
C
[B]n···
C _En
C
[A]n···
C
[A]n···¬C ¬In¬A
[¬A]n···
C
[¬A]n···¬C ¬En
A
[A]n···
B
[B]n···
A $ In
A$ B
···
A
···
A$ B ! E
B
···
B
···
A$ B ! E
A
···
A[t/x] 8I8xA(x)
purche´ la costante t non occorra in A(x)
o in qualche assunzione non scaricata
nella derivazione di A[t/x]
···8xA(x) 8E
A[t/x]
···
A[t/x] 9I9xA(x)
···9xA(x)
[A[t/x]]n···
B 9En
B
purche´ la costante t non occorra in
9xA(x) o in B o in qualche assunzione
non scaricata nella derivazione di B
fatta eccezione per A[t/x]
= I
t = t
···
A[t/x]
···
t = s
= E
A[s/x]
Con P indichiamo la logica positiva proposizionale, ovvero la logica conte-
nente le regole di introduzione ed eliminazione dei connettivi ^, _, ! e $.
M, logica minimale proposizionale, e` data da P +¬I
I, logica intuizionista proposizionale, e` data da M + efq (ex falso quodlibet)
C, logica classica proposizionale, e` data da I +¬E
La regola efq e` un caso particolare della regola ¬E:
C ¬C
efq
A
Nomi alternativi delle regole sulla negazione
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¬m invece di ¬ I, ¬i invece di efq, ¬c invece di ¬E
La scrittura
 
...
B
sta ad indicare una derivazione della formula B dalle formule dell’insieme  .
Le formule in   sono dette assunzioni e la formula B e` detta conclusione della
derivazione. Con la notazione   ` B indichiamo che B e` derivabile da  , ovvero
che esiste una derivazione con conclusione B e con le assunzioni (non scaricate)
in  .
Definizione di derivazione di una formula A da un insieme   di assunzioni.
(1) Una singola formula A e` una derivazione di A dall’insieme di assunzioni
{A} : {A} ` A Scriveremo semplicemente anche A ` A.
(2) Se  1 ` A e  2 ` B allora
 1···
A
 2···
B ^I
A ^B
e` una derivazione
da cui  1 [  2 ` A ^B.
(3) Se   ` A^B allora
 ···
A ^B ^E
A
e` una derivazione
da cui   ` A.
(4) Se   ` A^B allora
 ···
A ^B ^E
B
e` una derivazione
da cui   ` B.
(5) Se   [ {A} ` B allora
 , [A]n···
B ! In
A! B
e` una derivazione
da cui   ` A ! B. L’assunzione A e` detta scaricata dall’applicazione di
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! I.
(6) Se  1 ` A e  2 ` A! B allora
 1···
A
 2···
A! B ! E
B
e` una derivazione
da cui  1 [  2 ` B.
(7) Se   ` A allora
 ···
A _I
A _B
e` una derivazione
da cui   ` A _B.
(8) Se   ` B allora
 ···
B _I
A _B
e` una derivazione
da cui   ` A _B.
(9) Se  1 ` A _B e  2[{A} ` C e  3 [ {B} ` C allora
 1···
A _B
 2, [A]
n
···
C
 3, [B]
n
···
C _En
C
e` una derivazione, da cui  1 [  2 [  3 ` C. Le assunzioni A e B sono dette
scaricate dall’applicazione di _E.
(10)
Se
 1 [ {A} ` B e  1 [ {A} ` ¬B allora
 1, [A]
n
···
B
 2, [A]
n
···¬B ¬In¬A
e` una derivazione, da cui  1 [  2 ` ¬A. L’assunzione A e` detta scaricata
dall’applicazione di ¬I.
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(11)
Se
 1 [ {¬A} ` B e  1 [ {¬A} ` ¬B allora
 1, [¬A]n···
B
 2, [¬A]n···¬B ¬In
A
e` una derivazione, da cui  1 [  2 ` A. L’assunzione ¬A e` detta scaricata
dall’applicazione di ¬E.
(12) - (14) Analogamente per le regole relative a $.
(15) Se   ` A[t/x] e t non occorre
in A(x) ne´
in alcuna for-
mula di  
allora
 ···
A[t/x] 8I8xA(x)
e` una derivazione
da cui   ` 8xA(x).
(16) Se   ` 8xA(x) allora
 ···8xA(x) 8E
A[t/x]
e` una derivazione
da cui   ` A[t/x].
(17) Se   ` A[t/x] allora
 ···
A[t/x] 9I9xA(x)
e` una derivazione
da cui   ` 9xA(x).
(18) Se  1 ` 9xA(x) e  2 [ {A[t/x]} ` C allora
 1···9xA(x)
 2, [A[t/x]]
n
···
C 9En
C
e` una derivazione purche´ la costante t non occorra in 9xA(x) o in B o in  2.
Da cui  1 [  2 ` C.
(19) t = t e` una derivazione dall’insieme vuoto di assunzioni, ` t = t.
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(20) Se  1 ` t = s e  2 ` A[t/x] allora
 1···
t = s
 2···
A[t/x]
= E
A[s/x]
e` una derivazione, da cui  1 [  2 ` A[s/x].
(21) Nient’altro e` una derivazione di A da  .
Esempi di derivazioni
A ` A A
` A! A A
1
! I1
A! A
` (A! (B ! C))! ((A! B)! (A! C))
A! (B ! C)1 A2 ! E
B ! C
A2 A! B3 ! E
B ! E
C ! I2
A! C ! I3
(A! B)! (A! C) ! I1
(A! (B ! C))! ((A! B)! (A! C))
Si noti che l’albero sopra la formula C contiene solo regole di eliminazione,
mentre la derivazione sotto C solo regole di introduzione. C e` chiamata la
formula mediana.
P ` A! (B ! (A ^B))
A2 B1 ^I
A ^B ! I1
B ! (A ^B) ! I2
A! (B ! (A ^B))
Attenzione: si possono scaricare anche assunzioni non presenti nella derivazione
!!
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P ` B ! (A! B)
B1 ! I (viene scaricataA !)
A! B ! I1` B ! (A! B)
Attenzione: si possono scaricare tutte le occorrenze di una stessa formula!!
P ` A! (A _B) ^ (A _ C)
A1 _I
A _B
A1 _I
A _ C ^I
(A _B) ^ (A _ C) ! I1
A! (A _B) ^ (A _ C)
Attenzione: si puo` scaricare una occorrenza alla volta di una stessa formula!!
P ` A! (A! (A _B) ^ (A _ C))
A1 _I
A _B
A2 _I
A _ C ^I
(A _B) ^ (A _ C) ! I1
A! (A _B) ^ (A _ C) ! I2
A! (A! (A _B) ^ (A _ C))
